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D′ = D ; D′ = D′
0 +D′
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D′
0 = D0 = 1 ; D′

1 =
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l4
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∂

∂t′
=

γ

l

[
∂

∂t
+ β

∂

∂x

]
;

∂

∂x′ =
γ

l

[
∂

∂x
+ β

∂

∂t

]
;

∂

∂y′
=

1

l

∂

∂y
;

∂

∂z′
=

1

l

∂

∂z
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E ′
x =

1

l2
Ex ; E ′

y =
γ

l2
(Ey − βBz) ; E ′

z =
γ

l2
(Ez + βBy)

B′
x =

1

l2
Bx ; B′

y =
γ

l2
(By + βEz) ; B′

z =
γ

l2
(Bz − βEy)
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f ′
x =

γ

l5
(fx − β� · �) ; f ′

y =
1

l5
fy ; f ′

z =
1
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Fu =
�
ρ
= � + � × � ; F ′
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ρ′
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F ′
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γ

l5
ρ

ρ′
(Fux − βFu · v) ; F ′

uy =
1

l5
ρ

ρ′
Fuy ; F ′
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1
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ρ

ρ′
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Fux = l2
[
F ′
ux + β(v′yE

′
y + v′zE

′
z)
]

Fuy =
l2

γ
(F ′

uy!βv′xE ′
y)

Fuz =
l2

γ
(F ′

uz!βv′xE ′
z)
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� ������ ���
�� 
� �����	�� ���� �������� �
��� �����
���������	 	�
	� ���	

��
����� ����
�	��� � !"# ���	�� �
� �� 
�$������ ε�2 − (�2/µ) ��	 
� ��������	



 �%��� ����	�������	��
� ���� 
�� 	���������	���� 
� �����	�� & �� �������
��������	 ����	�������	��
�� �������� �� �'�
	��� 
� �
	�� 
��� �� ���	��� �
�
�
�	 ( �� ���

�	 �������� � · �� �� �
� ���� ��
����	 
�') 
�

��� 
� �"*#�
�'�
	���� ���� � "+# �	 � ",#� �
� �� ����� �
�
��	��
� x2+y2+z2− t2 ��	 
���


� ��������	 
� 	�
	�� ��� 	���������	���� 

 ���
�� 
� �����	��
-�����
��� ���� �
� ��� ��
� ��
� 
� ��������	�� �� �����
.�� �� ���
�� ����

	����	 ���
� 
� �����	� �	 ��� 	������	���� 
��� �������� �	/�
 �� 	����� �� ��	���	
�� �
� ���� ������� �
'�
�
�%
� �� ������ �� ��	
���
� �0 ��������� ����	 ��
� ������
��������	 ��������� �	 �0 ����������	 �
�
��	��
� ��	 �� 
�$������ L2−T 2� �� ��		��
L 
�������	 �� 
��	���� �
 �� ����
�
� ���	������� 
�������# �	 �� ��		�� T ����	�������

� 	���� ��	�� 
�
1 ����	� 
� ���������	�����

�� ����� �� �	�
����
"! #�
���

 � 	
� ���� �
� $��	� ����
���
%��	�
� �����
�� ��� $��	���� ��

��&

���
� �� �'�	� �������	��
��
��� �����
� ��� �� 	����	�
� ���
 �������

�

���!
(����
�
� ��� �����
�
� �)� �

ε�ϕ = −ρ ; �� = −µρ� ���*�

 
 ��
� ��� ���
 ���� 

������ ��� ��� ����
�
��� �������� �� ��� ���
 � �

ϕ(x, y, z, t) =
1

4πε

∫
ρ1
R
�τ1 ; �(x, y, z, t) =

µ

4π

∫
ρ1�1

R
�τ1 �����

+�
� ��� $��	����� �
 � �

�τ1 = �x1 �y1 �z1 ; R =
[
(x− x1)

2 + (y − y1)
2 + (z − z1)

2
]1/2

= |� − r1| ���)�

��
�
� ��� ρ1 �� �1 ��
� ��� ������� �� ρ �� �� � �� ��

� x1� y1� z1 �� � ��

���
� �

t1 = t−R ���,�

��



������ ro = (x�, y�, z�) ��� 	��
������� �
��� ����	��� �
���	�
�� � �
������� t �
r1 = (x1, y1, z1) = ro + ξ ��� 	��
������� � �
������� t1 ��� ������� ����	��
 ��
�� ��	��� 
�� � �������� �� �������	�� � ���� � 
���� �� �� 
�	������ ���	��� ���

ξ = (ξx, ξy, ξz) ��� ��� ���	���� �� ro, t1� �� ��
�� ��� ���� ���

��� �	
�
� �

�x1 = �x� +
∂ξx
∂ro

�ro + v1x�t1 �����

��� �� ���� 
��	 �y1 �� �z1� ��� �� �
�� ������� t 	������� ����� ��� x� y �� z� ���
��������� ����� �� ����� ������� �

�t1 =
(� − r1) · �r1

R
��� �

!��� ���"��� ���	 �	
�
� �

�r1 +
[
(r1 − �) · �r1

]v1

R
= �ro +

[
�ro ·∇r�(ξ)

]
���#�

���	� �� ������ �τ� = �x� �y� �z�� ���� ��
��� ��� �������	��� ��� ����	�������
��		��
������ � ���#�� �

�τ1 · ���
[
I + v1 × r1 − �

R

]
= �τ� · ���

[
∂(ro + ξ)

∂ro

]
���$�

%������� ��� ����
������� ��� &'�
��� ���� ��� ���( ���)
�� �� ���$�� ��
�
�)�
� ���� �� �
����
 ���)
� � �� �� 	*�
	*� � �� ��"������
� �� "��� ��� ���
��
��� �� ���(�+�� �� �� �
����+�� ��'
� ��
 
����
� � v1 �����
������� �� ��� ��
����
������ ��� �'�� � �

���
[
I + v1 × r1 − r

R

]
= 1 + v1 · r1 − r

R
= 1 + ω �����

ω ����'���� �� 	��������� 
������ �� �� "������ v1� 	
���,�,��
� �� 	���������
��
�'�� ���"��� �� 
�-�� "�	���
 r1 − r�

.��
 �)����
 �� ��	��� ����
������� /
��"���'� ��� 	��
������� ��� ��0�
�����
����	���� �� �
���	�
�� ����� � ��� ����	���� 
����� �� �� 
�	������ ���	��� �� � ��
������� t2 ��� ��� �� �1�� ���
 ������ ��� ����	����� ���� �� ����� ��2�� ���� ���

�� ����	��� ��� /
��"���'�� �� ��� t1 = t2� 3�� 	��
������� �
��� ����	��� ��
���
���
� �

r2 = ro + ξ2 ���4�
ξ2 ����� 	� ��� ��"���� ξ ����� �� - 
�����	� t2 ��
 t1 � 	���� t2 ��� �� �1��
���
 ������ ��� ����	���� "�������� �� ��
� �

�x2 = �x� +
∂ξ2x
∂r�

�ro ���5�

��



�� ��� ���	
����� 


�τ2 = �x2 �y2 �z2 = �τ� · ���
[
∂(ro + ξ2)

∂ro

]
�����

���	 ��
�
���� �� ������ 
��������� �	� 


�e1 = ρ2 �τ2 = ρ1 �τ2 �����

�� 	���� ������� ����� �� ������ ��
������� ����� ��������� 


ρ1 �τ1(1 + ω) = �e1 �����

��� ���� ������������ ��	 
�������	 ����� ���������� 


ϕ(x, y, z, t) =
1

4πε

∫ �e1
R(1 + ω)

; �(x, y, z, t) =
µ

4π

∫
v1

R(1 + ω)
�e1 ��� �

!� ���	 ����	 �"���� # �� 
������� ������� ��	 ���
�����	 	� �
���	��� # ��
	��� 
�
����� ������ ��� ���� �� ���	��$�� ��� ��	 �����	 (x, y, z, t) 	�%	������

�����
	 ���� ��� R �� ω ����� 	��	�&������ �� �'�� ������ �� ���� ����� ��
��
�������( )�	 ���������	 ϕ �� � �
�������� �� �� ��	����� �� ��� 
�������� �� ��		�
�� 	� ����		�� ��� ��� 	�������� v1 *���� �� ���
������ ���	 ���+���		��� �� ��
���	 ��		� �� �����	���� ������� ω *���� �� �
����������( ,� 	����� &��� �������
�� �� ��	����� �� �� �� ����		� �� ��� 
������� # ����	���� t1(

)�	 �
���
�	 ���������	 �� ϕ �� � ��� ������� # x� y� z� t ��� ��� ���	
�����
�� ����� 
��������� � �� ����������� ����
����� �� �
�������� �� ����� �� 	��
���
�
������( -� ���	� ����	 �� �
�������� �����������	 ���	��� ���	 ��	 �
���
�	�
����� ���
�
������ 	���������� ��� 	���� ����� ���
�
������ ������(

)������� � 
�
 ���	� ������� # ��	������� ���	 �� ����� 
��������� �� �����������
����
����� ��	 �����	 ��� �� �
������� ��	 �� �����
�
������ ����	� �� ����� ���
����� �
���� �� 
�	����� �� ���+ ��� �� �
������� ����	� �� ����� ������� �
����
�
��������	����(

)� ������ �� ��	 ���+ ����	 �	� .������
 ��� �� ����	.�������� �� )�����/( 0��	
������	 �� �"�� ��������� ����� ����	.�������� �� 	1	�$��� �� .�2�� ��� �� ����		�
�� ��
������� ������ ����	��
 �������� �����( 0��	 ��������	 ���� ���+� ��	 x ��
��������� �� ����� ����		� ����� �� ����	.��������� �� 	���� ���� # ����	���� t1 


v1y = v1z = 0 ���3�

�� ���	 ��������	 β = v1z 4 �� ����� .�2��� ���	 �� 	����� 	1	�$�� ���+�� �� ����		�
v′
1 �� ��
������� �	� &��� �����(

�5
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 �
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�� �� ���
 ��
 �� �
 ����
�
�� �
 ����
	�
�� �����
�����
�
�

������
 �� ���
��
 �
 ����
	�
�� 
�� ����
� ���� �
 �
	��� � ��!�
� �� � "

ω′ = 0 ; A′ = 0 ; ϕ′ =
e1

4πεR′ #$%&'

e1 ����� �� 	(�
)
 �
 ����
	�
�� 
� R′ �����
∣∣r′ − r′

1

∣∣ �� ������	
 �� ����� r′ =
(x′, y′, z′) �� ����� r′

1 = (x′
1, y

′
1, z

′
1) ���� �
 �
	��� � ��!�
 � 
� ��
 	������
�� "

B′ = 0 ; E′ =
e1(r

′ − r′
1)

4πεR′ 3 #$*+'

,������ �����
���� �� �
�����
������ ���

�
 �
 	
��
 �
 -�

��. ���
 �
���


�
 	(��� 	�


�������� / �� ���
��
 β� +� +� ���� �
������� 
� ���� 

��
���� ���
��������� #01' 
� #2'� ��
	 l = 1 "

� = γβ(0,−E ′
z,+E ′

y) =
γβe1

[
0, (z1 − z), (y − y1)

]
4πεR′ 3 #$*$'

� = (E ′
x, γE

′
y, γE

′
z) = γe1

[
(x− βt− x1 + βt1), (y − y1), (z − z1)

]
4πεR′ 3 #$*1'

3� ���� ��
 ������	���� ��)������
 � 
�� �

�
���	����

 / ����
 �
� x #��

	����
�
 �� ���
��
' 
� �� 	(��� ��
	�
���
 �� 
� ��
 	
 	(��� ��
	�
���
 
�� ��
�)� #��
��)�
 �
!�' �

� �
 ����� "

r1 + v1(t− t1) = (x1 + βt− βt1, y1, z1) #$*0'

	�
���/���

 �

� �
 ����� ����		��

��� ����
	�
�� / ��������� t ���� )�
���� ��
 ���
��
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 �� ��
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 �
� ��	��������� ����������

�
!� �
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�� ���� �
!� 
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 ����� ��
 �
� �����	
�
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� ���
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����� ���� ��
 �
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�� ��
��������� ���
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�� ���
 �� �����
�
!� ����)��� 8��� 	
� 	��������� "
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 	(��� ��
	�
���
 � 
� ������	���� ��)������
 � ��� �
� �����
� �


����
� 	������� #E/B = c = ���
��
 �
 �� ����!

'�
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�� � �� � ���� ��	���
��
���	�� � �� ��	���� � �� ����	� 
���
�� ��������
�	� �
�� ����	� 
��� �� ����	� ��� �� ����� x1� y1� z1 �� �� �	�
�� �������	���

�� 
�� �
� ��� �	��� �	��	����� �
������	��� ����	� �
��
 �� ������� �� ��	� ���
�
���� �� ��
	 ����� �� �� �
�� 
� ����	�	 �
������ �� ���� ��� ����	��� ��	 ��
�	�����	������ 
�  �	���!�

 � �	����	� �	��	���� �� ��	�"� #	$�� �
% ��
������ &'(�) �� &'*+) , �
���
�
l = 1� �� 
�-�	���� [ε�2 − (�2/µ)] ��� 
� ����	���� �����	���#�����
� 
� �� �	����
��	������ 
�  �	���! . �	 µεc2 = 1� 
���� 
��� �� ��� �
� ��
� ���
��� �����

�-�	���� ��� �� 	���� �
��� �� �� 	����	� E ′/B′ ��� �#�� � E/B �� � �� ������� 
�
�� �
���	� c�

 �� 
�
% �
�	�� �	��	����� ��
���� ���%�	���	 �� 
����� �
� �� �	��
	� �� ��
(�−r1) ��� �	��	�����#�� �
 ����	� �
� ��� �	��� �	�

��� ������	�� � ·� . � ·(�−r1)
�� � · (� − r1) ���� �
��� /� �	����� c = 1� �� ��
� �0�� ��	�	�� ��	 �� �	��
	� ���

��� �� ��� ���� ,

R� = � × (� − r1) ; R� = � × (r1 − r), ���� , R = |� − r1| = t− t1 &'1*)

2����� ���
 
� γ2(1 − β2) = 1 �� 
� l = 1� ��� ��
������ 
� �	�����	������ &�+)
����	��� �
� ,

E′ ·B′ = E ·B &'13)
 � �	�

�� ������	� E · B ��� 
��� 
� 
�
%���� ����	���� �����	���#�����
�


� �� �	�����	������ 
�  �	���! ��� 
��� �� ��� ��

��� ����� �
� 
��� �� �	����	
�4������ �� ����� �
��� 
��� �� �����
�

�� 
�� ���������� �
� ,

E′ · (r′ − r′
1) = 0 ; B′ · (r′ − r′

1) = 0 &'11)

/� �-��� ����������
 
� l = 1 �� �� ��	�
 
�� ��
������ 
� �	�����	������ &5) ��
&�+)� ��� �	����	� ����	�� 
�� ��
������ &'11) ��
���� ����	�	� ,

E′ · (r′ − r′
1) = γE ·(� − r1) + γβ

[
Ex(t1 − t) + By(z − z1) + Bz(y1 − y)

]
&'16)

B′ ·(r′ − r′
1) = γB · (� − r1) + γβ

[
Bx(t1 − t) + Ey(z1 − z) + Ez(y − y1)

]
&'15)

 �� 	�������� &'1*) ���	�7���� �
� ��� �
������� ���	� �	������ 
� &'16) �� &'15)
���� �
����� �� ����� ��� 
�
% �	�

��� ������	�� E · (� −r1) �� B · (� −r1) �� ����
�
���� ��� 	�������� &'11) ���� �-���������� ��	�"��� &�� ���� ���� 	
�
���
��� ���
�����
��� ����� ��� �� ���� �� ��
���� ����� ��� ���
�
� �� ��
 ��� �
�
 � ����������
��� ����
��
�
)�

8� ��
� 
������
	� �		���	 �
 �0�� 	��
���� ��	 
� ������� �����
�	������

�����#�������

**



�� ���� � �� ϕ ���� ��� 	��
����� �� � − r1 �� v1 = �r1/�t� 
�������� ��
����� �−1� ��� ������� � x� y� z� t� x1� y1� z1� t1 �� � ����� ���������������

���
 ��� �������� �� � �� ϕ ��� ������� � x� y� z� t ��� ��� 
��������� ���
���� 

���� � �� �� ������ 
�������� �� ����� �−2� ��� ������� ��� �����
���������� �� ���� ���� ��������� ��� �������� ��� �� ��������  

t− t1 = R = |� − r1| �!"#�
��� 
������� ��� ������� � 
�� ����������

$� 
�� �������� �� 
�� 

���� ��������� �� � − r1� �� �� ������� v1 �� ��
�%�

��������� �v1/�t & ��� �� 
�������� �%�� ����� ����������� ��� �

�����'
����� ����� �� �������� �� �%�� ����� �������� ��� ������� ��� �

���������� �����
�%�

�����������

$� v1 ��� 
������� �� ����� (��� �� �v1/�t ��� 
������� �� ����� (−1) & �%�) ��
���� ��� �%���� �� ������� ��� 
������� �� ����� �−2� ��� ������� � �−r1 �� �%����
�%�

��������� ��� 
������� �� ����� �−1�� ���
� �� �� ����� ���� �������� �%����
�%�

��������� ��� ������������� �� ���� ��� 
��������� ���� �������� 
���� ��

��	������ ���
 �%���� ������� �� ����� �� ��� �%
���������� ���� ������ ���
�%���� �%�

��������� ��� ���*��*�� � ����'���� �� �� ����� ������� �� �� �� �����
����
������ $�� �� �� ����� �������� �� ������*����� �� ���� �� �������� ��� ���
����� ������� �� ������ ��� ��� ���� 

���� � �� � ������� ���� ��������������
�E/B = c = ������� �� �� ��������� ��������
������� ����� ��� �� ��������
�������
� �� ����
���� �� ������������

+� �� *������� � �����,�� ���� ���� �� ������� �� -������ �� -� .�������
���� �� ������� �	 
��
���	 ������ !#/0��

�� �����	
���� ��
 ���
����

������������ �	
 ��������	
 ������	
�

1�������� �� ���
���� ������ ����� �%�� ��������� �� ����������� ��
�������
�� ���	����� �%����� 
� ��� ���� ������ �� ����� �� ����� ��2
� � �� �����	����'
���� �� .�����(� ������� �%����� �� 

��� ��������� ��� 
�� ���
���� �� 
�� �)
�%���
���� ������ ����*��� & �� �����	�������� �� .�����( ������
� ���
 �%���
����
���� �� ��������� ��� �� ���
���� ����� ����*����

1��� �� � �� 

��� ���� & ���� E′� B′ 
� ��� ������� �� 

��� ����� �� �����'
	�������� �� .�����(� �� ����� ��� �� 

��� ����� E′� B′ 
��������� �� 
�� �%��
���
���� ����*��� & �� �  

E′ = −∇ϕ′ ; B′ = 0 �!3/�
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�� ���� �� �	
�� ���� 
�� ����� ��� ���
����� 
���� �

Ex = l2E ′
x ; Ey = γl2E ′

y ; Ez = γl2E ′
z ;

B = (γβl2, 0, 0)×E′ = (β, 0, 0)×E

}
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��� �
�����
�� �� ���������� ��������� ���
�� ��� 
� ��������� �� �������
����� ��
����� ����������
��� �� �
 ��
����� �� ��������� ��������
��������� 
��
�� ������� �
������ ��� �
���� ��������
��������� �� ���������� !��� �� �����
�������� �� ��"� �� ���������� ���������� ����� ������ # �� ����� ������ $ �� ���

���� �
���� 
�% &������� 
�'���
�'�� ���� �����
������� ������� �������� (
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���� ����� �� �
��
���� ��"�� �
��� ��� ��������� ��� �������
������ ���
����� �
��
��� �
����� �� ����	�� ��� ���� �������� �� ���������� 

)� ���� &
��� # �� ��*�� ��������� 	+���	,��� 
-�
��,� ����� ��./�
	
�� ��� ��������� ���
���� ��	������� �� ����&���
/��� 

.����� ��
�� �� 
��������
�� �
 ��
��&���
���� �� 0�����1� ����� ���������� ����
���
�� ��	������� ���������� ���
� ��������
�� �� �������2�� 0����
���� �� ��� ������
��2�� �� ������ ��� ���
����� 
3� 
�� �� ������	
��� �� x− βt =

x′

γl
� �

4 �������� ���� # �� ����
�� t � (x− βt)2 + y2 + z2 = r2 
����

4 �������� ���
� 
���
�������� 
� ���� �
������ ���
 
�
 ���
 �����
 �� 
� ����

�
(β, 0, 0) ���
 
�
�	�

 
� ����

� �� 
��
������ �
� �	

�� �

x′2

γ2
+ y′2 + z′2 = l2r2 
����

5� �� �
+�� �� ���������� ��� r� ��� 
%�� �� ���������� ���
� ���
���� ���� �

γlr ; lr ; lr 
��6�

-
�� ��	+���	,�� �� 0�����1� 
� �����
���� ��� ��������� �� ��������� ���
����
��&����� �� ����� &
7�� ��� �� ���
�� ���������� ���� ��� ��������
�� �� �������2���
�
���� ��� ���������� ���
� ����/��� ���
�� ���*���� ��� ��	,�� �� �
+�� r $ ��� 
%��
�� ���������� ���� ������ 
���� �

r

γl
;

r

l
;

r

l

��8�

-�������� �
�
A =

1

2

∫
εE2

x �τ 
��'�

��������� �
������	� 
�����	����
� $ �
�

B =
1

2

∫
ε(E2

y + E2
z ) �τ 
����
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��������� ����	��
�� 	���
���
��� � ���

C =
1

2µ

∫
(B2

y + B2
z ) �τ �	
��

��������� �����	�
�� 	���
���
���
 �� ��� � ��� ��������� ���������� �������������
������� Bx = B′

x = 0

��������� ��� A′� B′� C ′ ��� ��������� ��������������� ���� �� ������� �����


�� ���� � ���!��� "
C ′ = 0 ; C = µεβ2B �	
#�

������� ����� ���� ��� ��� �!��� �� ��� �� �$��� ���� ������ ��������� �� x−βt�
y �� z� �� ������ "

�τ = �(x− βt) �y �z,
�τ ′ = �x′ �y′ �z′ = γl3�τ

}
�	�%�

���& "
A′ =

γ

l
A ; B′ =

1

γl
B ; A =

l

γ
A′ ; B = γlB′ �	�	�

���� ��$����$��� �� '�����(� �� � B′ = 2A′� �� A′� �� �������� �������������
�� ����� �� ����������� ��� ��� ��������� ������������ �� ��  ������ �� ����������
���� � �� ���� � ����� ���� ��������� ������ "

A+ B + C = γlA′(3 + β2) �	�)�

�� ���� �������� ���� ����� �� ������ "

A+ B − C =
3l

γ
A′ �	�*�

+�������� ���������� �� �������� �� ��� ����� ����������������� � ���� ����,
 ����� "

P =

∫
µε(EyHz − EzHy) �τ =

∫
εβ(E2

y + E2
z ) �τ = 2βB = 4βγlA′ �	�-�

.��� �� ���� � ��� ��������� ��������� ����� ��������� ������ E = A + B + C�
�������� ��� ����� �� ����� L = A + B − C� �� �� �������� �� ��� ����� P 
 '�
�������� �� ��� ��������� ��� "

E = L− β
�L
�β �	�/�

'� ������� ��� "
�P
�β =

1

β

�E
�β �	�0�

-
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 β ���� �������� �� ��������
�� γ �� l ����� ���
��������� �� β��

��� ���	 
���
���� ��
����
 �� �

P = −�L
�β ; E = L+ βP �����

�� ������� ��� ����
���� ����� ��
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� ��
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� � ���� �� �
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� �� � ��

��� �� �

l = (1− β2)
1
6 = γ− 1
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����
��$ ���� ��
��� �

L = A+ B − C =
l

γ
(A′ + B′) ���+�

��$ " ����� �� C ′ = 0 �
L =

l

γ
L′ ��+,�

-��� ������� 
���
��%�
 �� 
����
�
 �� � ����
��� ��,.� � J ′ = J �
-��� ����� �� �/�
 �

J =

∫
L �t ; J ′ =

∫
L′ �t′ ��+��

-��� �)��
���� ��� � �
�
 �� �&�
��� ������ ��������
 �� x− βt $ y �
 z$ � ��
!
"!��
� �� x′$ y′$ z′$ �
 ��� ���� ����� �

t′ =
l

γ
t− βx′ ; �t′ = l

γ
�t ��+0�

�� ���$ ���� ��+,� �
 ��+��$ ����� )��� J = J ′�
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 � ���� �� 
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������ ����
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γlr ; θlr ; θlr �	
��

�
��� A′+B′ ���� 
�������� �
������������� ��� � �� �

������� ����� ���� ���� γlr �
θlr � θlr 

!�� 
��� ������� 
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��������� �������� � 
� ���"��� �� 
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������ ��##� � ��

�
���� ����������$ �� ���"��#�#��� �������� � 
���������� �� ��� �
������$ �����
������� ���� �� 
� "��#� �

A′ + B′ =
1

γlr
f

(
θ

γ

)
�	
%�

�& f ��� ��� "������� ������ �� ���� ����	

��
 �
�������� ������ 
'�(����()�� ���*��(�# �������� � �������� �

r = ��������� � θ = 1 �	
+�

,�

� �� '�����- �

l = 1 ; γr = ��������� ; θ = γ �	
.�

,�

� �� '����/�� �

l = γ− 1
3 ; γ = θ ; γlr = ��������� �	
0�

1� ����/� ������� �	� ������ ��	� ����� 	� ������ �

L =
1

γ2r
f

(
θ

γ

)
�	

�

�*��(�# ����/�$ � 
� ��2������ ��� ��������� ��)� ��������	� �������	�$ 	
34$
� �.� �

L =
a

r

1− β2

β
'��1 + β

1− β
�433�

a ����� ��� ��������� 1�$ ���� 
�(����()�� ���*��(�#$ �� � θ = 1 � ���� �

f

(
1

γ

)
= aγ2 (1− β2)

β
'��1 + β

1− β
=

a

β
'�� 1 + β

1− β
�43	�
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� "�6��

����
 � ��� ��� ��
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������ θr = ��	���	��
 ��	� ����� �� 
�	����	 θ2r3 = ��	���	��� ���� ���������	�
���	� ����	 ���� ��	����� �

r = bθm �����
b ���	� �	� ��	���	�� � ���� �

L =
1

bγ2
θ−mf

(
θ

γ

)
�����

 ����� ���!� ���	��� �	 �������	 "��	� �� ������� �����	��� β
 �� ���� ��
��		��� 	
� �������
������ ��
����� ������ ��� ������ �� ��
���� � #���� ���!� ����
��$	�� ��� ��������� �

�L
�θ = 0 ���%�

�� �
−mθ−m−1f + θ−mf ′

γ
= 0 ���&�

�� �
f ′

f
=

mγ

θ
���'�

(� 	��� �����	� "�� ���"����)�� ��� ���� �� ����� ����	 "�� θ = γ
 �� ���� "��

���� θ/γ = 1
 �� ������� �������*!�"�� �� f ���� ����� + m�
(� 	��� ���������	� 1/γ �� �� ����	� !�!)�� �� ���,� �����	� ��� ������	���

�� β
 ���"�����	 ���,� �����	�
 ���� u = 1/γ = (1− β2/2) �

f(u) = a

(
1 +

β2

3

)
���-�

�	 	�������	� ��� ������	��� ����������� �� β�
.	 ��/���	���	�
 �� ���	� �0 

�� f ′(u) = �f/�u� �

−βf ′(u) =
2

3
aβ ���1�

2��� β = 0
 �����3+3���� "��	� u = 1
 ��� �"�����	� �����		�	� �

f = a ; f ′ = −2

3
a ;

f ′

f
=

2

3
���4�

5	 ���� ��	� ����� m = −2/3
 ��	���!�!�	� + ��*6���*7�� �� 
�	����	�
#� �������� ���� 8��� �������*� �� ����� "�� ��� ������� + �� ���!�7�� �"�����	

�� �,1-� �� ��	� �	 ������� �� 	� ��/7�� ���� .	 �/��
 �������	� "�� ���� ���!�	�
�τ �� ���������	 ���� ���!�� + �	� ����� X�τ ������7�� + ���9� ��� x
 X ���	� ��

&�
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�P
�t =

∫
X �τ �����

������� ����� 
� �������� �� ������� ������ ���	 ����� �

J =

∫
L �t ; δJ =

∫
X δU �τ �t =

∫
δU

�P
�t �t �����

δU ����� 
� ���
������� �� ������ �� ��		� �� 
��
������ ���	 
� ��������� �� Ox 
L ������ �� θ �� �� r 
 	� 
��� ����� ��� r �	� 
�� � θ ��� 
��������� �� 
���	���

�� � �
��	 �
δJ =

∫ (
∂L

∂β
δβ +

∂L

∂θ
δθ

)
�t �����

������� ���� �
δβ =

�(δU)

�t ���!�

���"� �� ����#���� ��� ������	 �∫
P δβ �t = −

∫
δU

�P
�t �t = −δJ ���$�

���� 
�	 �%���		���	 �� δJ �� ����� �� ���$� ������	��� � �

∂L

∂β
= −P ;

∂L

∂θ
= 0 ���&�

'��	 
� ������� (�L/�β) �� 
��������� ��()� �	� ���	� �� 	����	��� θ �%�����
�� �������� �� β� �� 	���� ��� �

�L
�β =

∂L

∂β
+

∂L

∂θ
· �θ

�β ���*�
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	 ����	 ��
	
�
 ��
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� ��� ���	��

�� �
 θ 
� �
 r � 	��� F (θ, r) �
 ���
���
� � ���	 �
 ��	�
�������� �
�� ��
� 
���
		��� �

J =

∫
[L+ F (θ, r)] �t ��� !


� �
	 ���������	 ����
���"�
 	��������� �

∂(L+ F )

∂θ
= 0 ���#!

∂(L+ F )

∂r
= 0 ���$!

%� ��
	 	
���	��	 r 
� θ ���	 ��� �� �
������ r = bθm� ��
	 ��
����	 �
&���
�
r ����
 �������� �
 θ� 
���	�&
� F ����
 �
 ���
����� �

 �
 θ� 
� ���	
��
�
	

�
�
�� ����
����� ���#! ��
�� 	
��� ��'(! �

L =
1

bγ2θm
f

(
θ

γ

)
;

∂L

∂θ
=

θf ′ −mf

bγ2θm+1
���'!

)� ��
� �

� ��
� γ = θ� �
	 ��
�����	 ���#! 
� ���$! 	��
�� 	���	����
	 � �
 �
�
����
� 
� �
���� �����
 �
	 ��
�����	 ��'$! ����� ���������� ��	
��	��
� �
 �
θ/γ = 1! �

�F
�θ =

(3m+ 2)a

3bθm+3
����!

���* �
F = − (3m+ 2)a

(3m+ 6)bθm+2
����!


� ���	 ���������	
 �
 ���
��+ �* m = −1 �

F =
a

3bθ
���(!

%
���	��	 �����
���� �
��� ��� ��� ��
�
� ����	�� 
�� ���	������� r 
� θ ����

�

� �����"�
	 �����
�����
	� ���	
����	 �
	 �

� ��
�����	 ���#! 
� ���$! � ��
��
����� 	
��� ��$$! �

L =
1

γ2r
f

(
θ

γ

)
;

∂L

∂θ
=

f ′

γ2r
;

∂L

∂r
= − f

γ2r2
���,!

�
	 ��
�����	 ���#! 
� ���$! ����
�� -��
 	���	����
	 ��
� γ = θ � r = bθm� �
 �
�
����
 �

∂F

∂r
=

a

b2θ2m+2
;

∂F

∂θ
=

2

3

a

bθm+3
���.!

.�



��� ��� ����	
�� �� ��������
� 
 ��� ���������� ��� �� ����
 �

F = Krαθβ �����

K� α �� β ����� ��� ���������� � ��� ��������� ����� ������� ��
� ����������� ���

r = bθm� �� ��� ����� ��� ��������� 	� �

Kαbα−1θmα−m+β =
a

b2θ2m+2
; Kβbαθmα+β−1 =

2

3

a

bθm+3
�����

 � ������!���� �� �
���� �

α = 3ζ ; β = 2ζ ; ζ = − m+ 2

3m+ 2
; K =

a

αbα+1
���"�

#��� �� ������ �� �$�������%�� ��� �
���
������� 
 r3θ2� �� ��
�� ��� �� ���������
������������
� ��� �
���
������� 
 �� ��������� ζ �� ������ �� �$�����
��&

'��� �$()���(	�� �� *�
���+� �� � m = −1� ζ = 1&

� 	��	��
� ���� ����������� �� ��	���� � �� ��������� ��������	 �� ���������

������������	� �	���	������� �� 
����� �� �������	��&
*$()���(	�� �� *��,���� ��

������ 
 ζ = ∞&

�� �������	
 ���
� 

�
��		����
� ��������� 	�
��
����
 ���
������ ����� ��� ���
���� ��������� ��� ���
 ��
���
��
 ��������
���� �� ��������� ����

��� �
�� �� 
���

�� �� 
���

� 	� �� �������
	�
���	���� ��� ������ ���������

����� �

�� ������	
 ��
�����

-� 
���� 
 ���
 �� ����� ()���(	�� ��
 �� ����
������ ��� �����
��� 
��� ������ ��
�$�������.����� �� ����
� �� �������� �� ��������� �.����� �� /� ��������
�� ��

������
 �� ��������� ����� ����������
� �$�� �����
�� ������ �� ������ ���������

 �$������ �$���
�� �����
��� ����,���&

0� ���� ��$�� ������� ���
����� ����� ����������	� �� ��������� �1 ���
��
��2����� �� �� ������� ���� ����+ ������ ���
 ��� ��� ���
,��� ��,������� ��
�����
���� ���� �� ��������� �� �$�����
�� ��3	
��� ��� �� �� ��$����� ��
�����
���� �� ��������� �����
�� � �� ���� �,������� ��� �$��� �� ��
���� �� �����
������ �� ��������� ����� ����������
� ��$4.
�(�� ��� �

��� 
 ������ ��� ������
�����
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�����
���� �� ���,���������&

�� �������� ��� � ��
��� ������ �� �������	 �� �� ��������  ���
 ������� ! �������� 	�
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�� ����� ��	��� 
�������� 
��� L ����� ������ 
�� ����� �� ���
� �

L =
1

2

∫ (
ε�2 − �2

µ

)
�τ �����

�� ���� �� ������������� 
��� �� ������ ��� ��� ����
� ���������� �� ����������
��� �� ���	����� ���� �������� ������ ���� �� ������� 
���������� ����������� ��
���	����� ����� ��� ����� ���� ���������� L ����� ��
������ �� �� 	������ �
�� ������ �� ����� �� ���������� ��	�� ����� � = (β, 0, 0)� �� ��� 
����!���� r �� θ
��� ��"������� ��  ���� �� �����������

#��� �� �� ���	����� ����� 
��� ��� ����� L ��
����� ��� ��������� ���
	������ �� �� r� θ $ ��������� ���������� ���� ����� ��� 	������ �� ��� �%��� ����&
����� $ �������� �������� ��� 
������� �� ��'���� �� ��������� �� �%�� ����� ���
�� ���
� ��� 
�� �� ����!�� 
��� ����� ���� 
���� $ �� ����� �� ���������� ( ��
�������� ������� L ��
����� ��� ��������� �� �� r� θ� ���� �� ����� ����	��� ��
���� ��� ������ 
�� ��

��� �� ���
��

)� *���� �� ���	����� ���� ��� ����� ����������	
 ����� ��� ����	��� 
���������
�� L 
�� ��

��� ��+ ����	��� ��������	�� �� �� r� θ ������ ��������*��� ��	���
��� ����	��� 
��������� �� L 
�� ��

��� ��+ ��������� �� r� θ �����&�%���� ,��
��������� ���� 
����� ���	����� 
������� �������� �

∂(L+ F )

∂θ
= 0 ;

∂(L+ F )

∂r
= 0 ��-.�

�
�t

∂L

∂� = −
∫

� �τ ��-/�

���� ��� ��������� F � �� �%�� �����"������ ��� ���� �� ������� 
���������
��
��� �
 ��� �
 ��	
��� � F = Kr3θ2 
� L = f(u)/γ2r ��
� u = θ/γ 
� �� ��������
f(u) �����
 
� ������ ( � ��� ��  ���� 
�� ����� �� 	����� ��� ���� ��� ���������� �
�����  ���� ����� ��� ���������� ��+ ����
� ���������� �� ���������� 
�������

�� ��� ���	
� ����������

0*���	��� ��� L �� ��
��� �� � ��� 
�� ��������������� �� ��� ������ v �

v = |�| =
√
v2x + v2y + v2z ��-��

0� � ����� �� �

����� ������ P �� �������� �� ���	����� �� � �� 	������
�������� �� ���	����� �� 
� 
� ����	������� �� �	
���	
 �������� �
 ������ �

−∂L

∂� = −�∂L
∂v

= P
�
v
= � ��--�

���� �
�
�t

(−∂L

∂�

)
=

P

v

��
�t − P�

v2
�v
�t +

�
v

�P
�v

�v
�t ��-1�
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���� �
v
�v
�t = ���

�t ��	
�

�
 ���� ������� �� �
����
�� �������� �� �� �
����� ���� ��� ��� x� 
� �
��� �
��
������ ����
���� �

� = (vx, 0, 0) = (v, 0, 0) ;
�vx
�t =

�v
�t ��	��

���� ��	�� �� ��		� �������
�� ��	�� ���
��� �

�Px

�t = − �
�t

∂L

∂vx
=

∫
fx �τ =

�P
�v

�vx
�t

�Py

�t = − �
�t

∂L

∂vy
=

∫
fy �τ =

P

v

�vy
�t




��	 �

!���� �������
 �"��#�$ � ����� � (�P/�v) �� ��$ �� ����� ����	
��	���� ��
� (P/v) �� ��$ �� ����� 

�����
���� % ��������� ��� P = −(∂L/∂v)&

��� ������� �� 	 
���� ���
��������� � �� �� 	 
���� ������������ �� ���������
����������� �� �� �������� ���� ��������� � ��������� ���������� �����
������ �� ��
����
����� ����� � ���� � ����� = 
���� × ������������ � 
���� ���� ���� �����
���������� �� ��
������� �����������
 ��� ����� ���!�� "��� ��
"�� �������� ��� �� ��� �����
������ �� �� ����
���� ���
� = ��/�t #�� ����� ������ �""������ ��� �
��� � �� ������� �� ������� �������� ��

����
���$ �� ��� �� ������� �������� �� 
����
��� �� �
�� � m� �� 
��������
���������� ������� m��/

√
1− v2 �� 
�������� ����������� �� %�����&� �� ������� ��

�� ��
�'�� ����� "���� "��� ������ %� ���(����� m� ��� ����� ��� ��������� � �����
�� 	 
���� �� ��"�� � �� ���"� �������

'��� ��#(���#)�� �� *�����+ �� �"�
��� ����� ������ θ = γ� f(1) = a �

m = −1� �

L =
a

b

√
1− v2 ; P = −�L

�v =
a

b

v√
1− v2

��	,�

%� 	 
���� �� ��"�� � m� ��� �
��� � �� ��������� a/b� ���� 31/4a3/4K1/4�
)� ����������� �� 	 
���� ���
��������� � �P/�v ����m�(1−v2)−3/2 �� �� 	 
����
������������ � P/v ���� m�(1 − v2)−1/2 � �� ��������� m� ��� ���� �� 	 
���� ��
��"�� � ����� ���� ���
��������� ��� �������������

-� ���� � √
1− v2 = h ��	.�

���/ �
P = m�

v

h
;

�P
�v =

m�

h3
;

1

v2
�P
�v − P

v3
=

m�

h3
���0�







���� �������� ��	��� 


� =

∫
� �τ = ���	� 
�
��� ��������� � �����	
��� �����

�
 ���� 
��������� ���� ������
��� �� ��������
 ����� �
�
�������� 


1

h

��
�t +

1

h3
�
(

� · ��
�t

)
=

�
m�

�����

�� ���������� 	
����
�
� �� �� ����	
�
 ���� 	� 	�� ��������
�	� �� 	� ���������
��	�
����
� ������
�� ����
 	����� �	�� ���
 � � = ��/�t ���� 	� ���
��� ����
�
�
�� ��������
 � = m��/

√
1− v2�

������ 	� ��� ���������
 	�� ����
���� ��� �� 
���������
��� �� �����
� ����
�������� 


1− βvx = λ ���!�
�
 ���� ������ ���"��� 


λv′x = vx − β ; λv′y =
vy
γ

; λv′z =
vz
γ

�����

���#$ ���	 h′ =
√
1− v′2$ ���� 
��� �������
 


λh′ =
h

γ
���%�

���� ����� �&������
 

�t′ = γλ �t ���'�

���# 

�v′x
�t′ =

1

γ3λ3

�vx
�t

�v′y
�t′ =

1

γ2λ2

�vy
�t +

vyβ

γ2λ3

�vx
�t

�v′z
�t′ =

1

γ2λ2

�vz
�t +

vzβ

γ2λ3

�vx
�t




���(�

���# ��	��� 

v′ · �v′

�t′ =
1

γ3λ3
� · �v

�t − βh2

γ3λ4

�vx
�t ���)�

*����� ����
�� ���
$ ��� �����&�� ���	 ����� 


1

h′
�v′

�t′ +
1

h′3v
′
(
v′ · �v′

�t′

)
=

F ′

m�
���+�

%'



����� ������	
 �� �	�
���
� ��
� �� ���	
� ������� ������ ���
�� �
� �	���
F ′� �� ������� ������ ��� �� �	�����	
��
�� � → F ′ �	�� ���
����� � �� �	�����	
�
��
�� 	���
�� ��� ���
����� ��� ���
	��
�� ������	���
������� �
 � !� �"! 	�
���
 �
�	�� �
 �#$!� �%&!'

�	�������
� �� l = 1� ����� �������� �	�����	
��
�� �	
������� � (

F ′
x =

Fx − β� · �
λ

; F ′
y =

Fy

γλ
; F ′

z =
Fz

γλ
; {λ = 1− βvx} � )*!

+
�� ��� ������	
� � " !�� ",! ���������� ���� ��� ���� � 
������� ��	���� �
 ���
�	
�'

F ′
x

m�
=

1

h′
�v′x
�t′ +

v′x
h′3v

′ · �v′

�t

=
1

hγ2λ2

�vx
�t + (vx − β)

(
1

h3λ
� · �v

�t − β

hλ2

�vx
�t

) � )#!

��
��� ��� (

Fx − β� · �
m�λ

=
1

hλ

�vx
�t +

vx
h3λ

� · ��
�t − β� · �v

�t

(
1

hλ
+

v2

h3λ

)
� ) !

-� ��� ���
��
�
� ���� �� 
������ �����
���� ��� ���	
�� ������� �� � )#! ��
� ) !'

.� �/�� (
F ′
y

m�
=

1

h′
�v′y
�t′ +

v′y
h′3 v

′ · �v′

�t

=
1

hγλ

�vy
�t +

βvy
hγλ2

�vx
�t +

vy
h3γλ2

(
λ� · ��

�t − βh2�vx
�t

)




� )%!

��
��� ��� (
Fy

m�γλ
=

1

hγλ

�vy
�t +

vy
h3γλ

� · ��
�t � )"!

�� ��� ��� ���
 ���
����� � � )%!'
0������������
� �� �
 ��� �� �/�� �	�� Fz �� F ′

z'
+�
��� ��� ������	
� �� �	�
���
� ����� �����	

���� 
� �	
� ��� �������� ���

�� ���
��	�����	
 �� 1	��
�2 3 ���� ���� 
� ��	�
� ��� ��� �����	����� �� 1	��
�2
�	�� �� ����� ��� �	
����� � �� ��������'

4	�� ������� �� �	�
�� 
	�� ���	
� 
	�� �������
���� ��
�� ��� ��� ���� 1	��
�2�
� ������
� ��� ������������� �� ��� 
	�� ��5�� �
������
� �	�� ���	
���� �
�
��	�	����	
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� 6

)$



��� �� ���� 	� 
����
�
 l = 1 	��
 �� �
��
��
������ 	� ��
����� ���
 
���
��
�
��
 l �����������

��� �� ���� 	� 
����
�
 ��� F �
� �
���
������� �� ������� �� ��
 ���
������
��� L �
� �
���
������� � h� ���
 
����
�
��
 ��� F �
� ��� �������� ����������
	� θ �� 	� r� 	� ����� ����� ��� ���
 
 ����
 
������� θ �� 
 ��
 ���

 �����

 ��
�������� 	� v� ��
��
 	� ��!"�� L 
��� ��� �������� ���������� 	� v�

#����
��
 ���������� ��� �$�� ��� � = (v, 0, 0) % �$�������� ��&�� �
��	
� ��
��
�� �'�
���� �� ��!&� �� ��!(� )

− 	
	t

∂L

∂vx
=

	P
	v

	vx
	t =

∫
fx 	τ = Fx

− 	
	t

∂L

∂vy
=

P

v

	vy
	t =

∫
fy 	τ = Fy




��**�

+��
 ������
 	$������

 ��
�
� ���
 �� ��
 ��
�������
 )
	P
	v = q(v) = q(vx) ;

P

v
= s(v) = s(vx) ��*,�

#� ��
 ��������
 	� ��������� �� 
��� ��
 ����
��
 ��
 �� �
��
��
������ 	�
��
����� �� 	��
� ����
 )

q(vx)
	vx
	t = Fx ; s(vy)

	vy
	t = Fy ;

q(v′x)
	v′x
	t′ = F ′

x ; s(v′y)
	v′y
	t′ = F ′

y


 ��*(�

-$���
� ��
�� ����������� 	� l ����������� ���
 ��

� 	� � = (v, 0, 0) � �$��
����
���
�	�
�� ��
 ��������
 ��� �� �&� ��� .��� ��
 ��������
 ��(� �� �!/�� 	������ )

F ′
x =

1

l2
Fx ; F ′ =

1

l2γλ
F ; (λ = 1− βvx) ��*/�

0�1�� ���� ��&(� )

	v′x
	t′ =

1

γ3λ3

	vx
	t ;

	v′y
	t′ =

1

γ2λ2

	vy
	t ��*2�

�� ����
�� vx → v′x ��		����� 	�
 ����

�
 	��
 �� �
��
��
������ 	� ��
����� ����� )

v′x =
vx − β

λ
, ��,"�

��
 ��������
 ��*(����,"� ���	��
��� � )

q(v′x) = q
vx − β

λ
=

γ3λ3

l2
q(vx) ; s(v′x) = s

(
vx − β

λ

)
=

γλ

l2
s(vx) ��,��

*/



�� ������ Ω(vx) = s(vx)/q(vx)� �� �	
� ��
�
�	� l 	� ���	�
� ����
��
�� �����
���
�	��	 �

Ω(v′x) = Ω

[
vx − β

1− βvx

]
= Ω(vx)

1− β2

(1− βvx)2
�����

�	��	 ��
��
�� ��
� ���	 ���
���
�	 ��
� ��
�	� �	� ���	
�� �	 β 	� �	 vx� 	��	
����

� ���	���
�	�	�� � �

Ω(v) = Ω(0) · (1− v2) ��� �

����	 �� �	
� �	 ��
� �
���	�� ��
� vx = 0� 	� �	 ���
!	� 	��

�	 ���� �	 ���
"������#

�	�	����� �
Ω(v) =

s(v)

q(v)
=

P

v(�P/�v) ���$�

%��� �
�P
�v =

P

Ω(0) · (v − v3)
���&�

�	 �

 ��
��'"�	 	� �

P = A

(
v√

1− v2

)m

�����

��	� A = ��������	 	� m =
1

Ω(0)
#

(� ���
�	 ����� �

s(v) =
P

v
= Avm−1(1− v2)−m/2 ���)�

	�� ��	� ���*� �

(v − β)m−1(1− β2)(1−m)/2 =
vm−1

l2
���+�

����	 l� �
� �
 �,��"	�	�� �
 �-��'�	 ���.	�� �	 ���	�� �
	 �	 β ���
� -
� ��
�
	
�� ��	������� l ��
� ���	 �	 ���	 ��
� ��
� ���	 �
 �	
� �
�	��	� v ����
�
/��	��	��� ��
�	��
�� ���+� �	 �	
� ���
� �
	
 �
	 �
 ���� � �

m = 1 ; l = 1 ���0�

1
��
� ���������	
 �
 ��

��� 
	� �� 	
��
 ��� 	��� ���������
 ��
�
������		������� �
 �
��

 
� ����
��
 �
 ����
�
�� ��	��� 2 �
 ���� ���	�
�	��	 
�����
�
�
��� 
� ��
� ���	���	 �
	 �	� ��	������ ���� �����	
��� 	����
��� 	�
��
�	�	�� �	 ��������	�� �	 ��3�� � �	�	�
� �	� 	��
���4�	� �	 �����
�
�� ����
�	
. �.	� �	�	
�	�� ��������� 2 
� ��
� ���� ���	���	� ����	 ��
� ������� ������

&0



���� �� ����	
� ��
�
������ ����	������ ���� �
����	�� �����
�����	�� ��
�
��	
����
�� �
���� �� ��
�����
��

��������� �� �
����� �� ��
��� �
�� ���	������ �
����
�� ��	� �
�� �
��
�
�� �	��� �
�� ������ �
���� �� �� ���	� ��	�
� �� ��	� ��	 �
�� 
����� � �����
��	�
� �
	� ���� ������
� ���� ��� �
��	�
���	
�� �� �� ����	
� �� ��� ������	�

����	�� 
�� ���������� ��� ��� �
����	�� �� �	������� �	����� �	����
�� ��	���� �� ���� �� ���� ��	�� ���� 
�� �� l = 1�  
��� �
�� �� ���
�
�� ��� �
��
	� ���
���!��� �	 �� 
�����
� ��� �� ���
� 
� �� �
������� �"�
���
	� ���� ���� ����� 	� ��� �� �
�������� 	� ��"	��� ��� �
�
����	
� ��	 �
	� ����
��
�	�
���� ����� ��� ��	 	��
�� �� ������
����	
� �
�����
������ �� #�
����

���� ����� �����	� 
�� ��������
� ���

���� 	����
� ��� �	������ �	�� �	�� 
�� �
��
����� �
�� �� 
	� �	��������
� �� 
� �������
� ��
�������� ������
��� ��

� �� 
� �������
�
�
�����
� �

�	��� ���
��
�� = � =
��
�t �� !�

���� �
{

� = �����
� �
������ �� �	
������ = m�
�√

1− v2

m� = �	������� " # ����� �
 ���	� $ �
 �	��� ��
���%
&� �'��������	� �
 ���������� L �	
� 
� �	��� �������
 �

L = m�
√
1− v2 �� (�

)� �	���� �
� 
� 
	� �	��������
� �� !� � ��*+ ��� 	����
� �� �����	� ( ���� 
�
��� ������

��� ��� �	���� �
����	��������
��% ,��� 
� �������� ���
��� �'��� �����
�
� �
� 
�� ��	������� �'���������� ��� ����	�� �
� ������	�����	�� �
 ��	
�� ��
�	����- �� ��� ������������ �� 
� ���
�� ��� �	���� �������� �
� 
� �	��� �������
%
��� ��
���	�� �� 
� �������
� ��
�������� ����� ����
��� �	�� �	�� �� ���
�� ������
�%
&��� ������
. 
'���
��� ����� ���� ����� �����	� �� �	������ �
� 
�� �	
�������
�
��� �����	�������. �'����+����� ��
� + ����
� ����
�����	� / �

� ���� �����
� ����
�	��0����	� �
� �	
������� ������
� ���� 
� �����	� �
������%
1� �����	� 2. �	������ �	������ �
� 
�� �
���������
�� (γ, γ�) �� (γT, γ�). ����
T = � · �. �	�� ������	���� ��� 
�� ������	�����	�� �� �	����- ���������� �	���

� �
���������
� �����	�����	��
 (t, �)%

�� �	������� 
����	�
��
��� �
������� ��
�
����� �� ������	����� ����� �
������� ����	�����	
���	���

��	� 	� ��� �	�
 �� ��� 
������ �� ��� #
�
��� � 	� ��$� ������	���� ��� ��	��	��� ��
�� ����	
� %� ������&��	�� �� ����	� �� ��	��	�� �� �
	���� ���	
��

' ���������	
� �� �����	
� (

J =

∫
�t �τ

[
ε�2

2
− �2

2µ

]
)*+*,

-.



�� �������� 	
���
��� 
� ������ ������������ �� ��������� �
������������ F 	� ��
������� � � �� ����� ����	�� ���	������ �� ����� �

J1 =

∫ ∑
(F ) 	t �����

��
∑

(F ) ���������� �� ����� 	�� ���������� �
������������� 	
� �
� 	��������
���������� � ��
� 	
�
� ����� ������������� �
 ���
�� 	� �
�������� ���������	���!

"
������ ������ ��� ����� J + J1! #�
� ����� �
 $ �� ������� � %
� J �
��� ���
������ ��� 
�� �������������� 	� "�����& � �� ��
� ������� ���������� %

�� �� ���
	� �'�� 	� J1!

(� �� ��
� �

� 	�� ��������� �

F = ωτ =

∫
ω 	τ ���)�

ω ����� 
� ���*����� ������� $ �
�������� �� τ ��� ���
�� �+ ��������� 	
��� �
���
�� ��� � �������� � ������� ��������� 	
���� ������
�� ������� �� 	
� ���� �� �����
������ ω ��
� ���� ����  ����!�� ��
�� ������
�� " ���
����� 	��� 	��� �
����������
	� �
����,����� �� 	τ ��� �
������� 	� ���
��� �� �����
� ω ��� 
�� �������� %
� ���
�
��� $ �
�������
� 	� �
�������� �� �,��� $ �� ���*����� ������� $ �
�������
�!

(� � ������ �� ������ ������ 	� ��
� ��� ��������� �

J1 =

∫
ω 	τ 	t ���-�

��� ���.� �� �������������� 	� "�����& �

J ′
1 =

∫
ω′ 	τ ′ 	t′ �����

(�� �� � ω = ω′� ����������� ��
� %
� F ���� ������������� �
 ���
�� 	� �
��������
�� ����� %
� �� 
� ����� 	� �
������/����� ���������� $ 
� �������� ����� �� �����/
��������� �� ���������� �
 ���� �������� ���.� �� ��������������!

0
�
��� ����� ,�1�� $ �2)�� �� �233� �

l = 1 ; 	τ ′ 	t′ = l4 	τ 	t = 	τ 	t. �����

(� � 	��� �
J ′
1 = J1 ���4�

�� %

�� ������� 	��������!
"� � ���.�� ��� 	��� ,������� �� ��
� 	���� �� �'�� ����� 
�� ���
���� 	�

�� %
������ %
� ��
� ��
� ������� $ �� 5� 	� �� ������� 2 � ���
��� 	�� ������

�2
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	�
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�	 � ��		� �����	����

���
 ������
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��
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	 ������ � �
 �� �� �
 
��	��� � �	 ������ �
�� ��������� 	�
 ������
�
 �
� �����
������� 	�
������ ������
������

������ 
���
 �� 

�� 

���
 ���� 	�
 �
���
 	�
������ ������
����������

� ��� �
���
 ��� �����	���� �� �
������� 
������������� F � ������
���������� �� �
���� ������ �� ���	���� �� �
������� ��

���

������
 
��	 
���
 ��
 �����
 ��� ���������	 �� ��	��	��� F � ����
 ������	
���������	  	�� 


������
 � �� ���

��� ��� ������
�	 � �!��	������ �� �!����	��� "
	��	 
� �


� ����� 
� �#
��� ����	��� �	
�	 ��� �
�
��	� ����
� 
����
� � ���
���

��� ��	���� ���
	
�	� $��������
�	� �� ������% " �� 	�
�
�� �!��� �
������
���

��� 
��
�	 ���������	 ������	������ 
�& �
��
	���
 �� �������

'� ���
 �(
����� 	��	����
 ��� ��		� ���

��� �
	 ���
	����
)�������
 �!���
	��� $**+% �� �
 
��	��� + ���, �
�
 �!#-��	#.
� �� �����	�,


!����	 �
F = Kr3θ2 $*/0%

1��� ζ = 1 �
�
 �� �

 �� �����	�, ��
 ���
	���
 $**2% ������	 �

K =
a

3b4
$*23%

��	�� ���

��� �
	 ������	�������� �K 
��� �� ���4����	 ���
	
�	, ��� �!
������

�
	 ���
	���

�� ������ �� �	
��
��� 
�	
��� �
� 
������
� ��� �� �
������� �� ���� ��� ����

��
	��� ������� ����
���� 
���� ��� ��	
�� ���� ��������� ��������� ��� ��� �������
�� ������ 
�

������	�� � ��� �
������ ����
���
� ���	�����

5�
����
 �
��	��
�	 �
 �


� �� �!����	���, 6� ���& �
���� �� �
 7 �


� �&�����
���	
�� 8, �!�
	������� �� �
 �


� ���� ��
 ��	�

�
 �
�(��
 $9 ������� �����	
���

� ����� �� 	���� � m�%�

1��� $*:2% ���
 
���
 �
L =

a

b

√
1− v2 $*2�%

;��� v 	�.
 ��	�	, 6� ���
 ������ �

L =
a

b

(
1− v2

2

)
$*2*%

�� 
��	� ��� �
 �


�, 	
�	 �����	����
�� ��� 	�
�
���

��, 
��
 (a/b)�
<� a �
	 ��� ���
	
�	� ���������, �� ��� ���	�� ��� �� �	���
�� ��
 �����
	�

���	� ������
�� �����������
	� ��� �	���	�
������� � �� ����	
��� ��
������ 
� ��
����� ����	
������� 
� �������	���

=���� �!
		�
�	��� ��>	������� �
	 ������	�������� � ��		� �


� �&��������
	
��, �� �
	 	��	� �� �������� ��!�� - 
 ������� ���
	��� ��	�� �
 �
�
� ��� ��������
�
 ��
��	
	��� �	 ����� ��� �������� �� ��	��	��� 
��������	
����

+*
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��������	 
� ������
�� 	��
���� �� �
������� ���
��� �� �
���� ��� �
���� 	������ 
�
������ 	�����
���
��	������

���� ��  � 
�� �
���� ���������� 
� �� ���� ��� ��������� ��� 
������ 	����
��
����	������ ��� ������� �� ���������
�� !� ���� �������� �� �"��� ��� 
���
� ������ 
� �
��� ��

������ 
�� ������ 	���������� 	����������� ������#�
��� �����
$��� �� �%�� ����
� ��� 
�� �
��� 	�������	� �� ��� 
�� �
������� �� ��� �����
���
��� 
��� � ������ ���������� ��� �� �%�� ����
� �����&��� ��� ��� ������ ��'�
�
�������� �� ����� �����&��� ��� 

�� 
������� 
� ����� 	�����
����	������
�
����� � 

�� 	�	 
����	 
� �
���	��� �
� � �
����� �� ����
���� ��� ��� ������
�� 	�
	� �����
�� �	 �
 ���	��
���� �� �����	�	��
� ��
	 ����	��� ��� 

� 	��
���	��

(
�� �� ��
� ���� ������ ��� �� ������
�����
� 
� �
�����) �� �� ���� ��
����
�
� ��� ������ ����	�����
�	��
���

!� �
������ ���������� 
������� 
��� ��� 
	����� �� 
��������� 
� ���� ���� �����
� �
������ *� �
�� �
��
�� ��� �� �
��� ��'�
������ �
�� �"���	� 
� ����� ��$
�
��� �� ������
�����
� 
� �
������ �
�� �� �
��
�� ���� �
������ ��� ����� �
���

	���
� ���������� 
� �� �
����
� �������� 
� �
��� �������� �� 
� �
��� �����	 #
��������� �
���
	�	� +��� 
���� 
	���
�� �� 
���� 
� �� ������� 
�� 
��� �
���� +�
�� ����� ��� �
�� , �� ���� ������� 
� ����
��� ��� �� �
��� ��� ���� # ��������� t ���
�� �
��� �����	 
	���
 
� �� �
����
� �� 
� �� ������� 
� �� �
��� # �� �%�� �������
t - ���� ���� 
	���
��� �� 
����� 
� �� �
����
� �� 
� �� ������� 
� �
��� �		���
	
�
� ��� # ��������� t� ���� # �� �
�	�
	 �
	����
�� �
��� �� �� ���������
� �����
��� �� ������� ����� # �� ��
������

+�������
�� 

�� �� �
����
� 
� �
��� �����	 # ��������� t� �� �
���� # ��� �������
ro �� �
����
� �� � �� ������� - �
���
	�
�� 
������ ���� �� �
��� �������� # ���������
�
�����
�
��� t� + t �� �
���� # ��� ������� ro + r �� �
����
� �� v1 �� ��������

.
�� 
��
�� 
���
�
 ��
�� ��� ������
� ,

f(t, �, �,v1) = 0 (/01)

�
�� 
	&��� �� ����� t� 2���� ������
� 
	&���� �� �
� 
� �� ��
������
� 
� ������
�
�����&��� (3� �����
�� ��������� �� �
�
���
� ��� �� ��
������
� �� ����� ���� ��
�%�� ������� 
��� �
�� ��� ����)�

�� �������� ��� � ���	
	 
�	�
� 
	 ��
�
��� �
 �
 �������
 �
	���
	���
� � !	���
�� ���
�������� ��
"#��
� 	��� 	��
 ��� �
 ����
 ������
���� � !"#� ���
�$�
 " %&� '� �"(�
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���� ���������� � 	
������ ���
��� � 	
������� t� ��
 	� ��
�� ����
� � �	 �
����
�
���
���
 � �� �������� �� t� �� �� v1�

���		�� ���� 	�� ���������� � 
���	�
 �
��� �� ��������� � !"� �� ��#
� ��� $�
� �%����� ��
 	�� �
�����
������� ��

�
���� �� ��
���&�
 �� ��� ����������� �� � ��#
��� $�
� �%������ ��
 	�� �
�����
������� ��

��
���& �� 	� �$�� ����'
� (�� 	�� ��
��� �	���
��������(���� �
���)�)��
� �����
)
������ ��� �(������� � *+��

"�� ����� ���� ��
�� ���� �� 
����� �� ��#
� 
����,�
 ��
 	� 	�� �
�����
� ��
	
���
�������

-	 ����
�� �� 
���
(��
 (��� ���� �� ��
���
 ���� 	� 
�	����� � !"� �����
�.��
��
 	� ����� �� /��� �	�� ����� 
0	� �� 	�� ���� ��
�� ���� �� 
�����

�� �
�,	'�� ����� ���� ��� �#�������� ������
����� 1��� �2�
�2�
��� ���� �
��������
� ������ (�� �����,	� � �
���
�� ���������� ����	�������
���

3�� ��� �,��
#������ ���
�����(��� �� ���,	��� ��� ����
�
 �� ��
�������
�����,	� � 	� 	�� �� 1�4���� ���� �2����
��� 	� ��	����� (�� �
���
�� 	� ����� ��
����� 	��� ���
 �� ���,	�� #������� ��� ���� ��
���

*�� 1��� ���� �%�
��
��� �� ���� �

����
 �� ��5�� (�� t ���� ���/��
� ������� �
�� �� �%�� �� ���5��� (�� 	
�%�� �� 	� �
�#������� ������� �� ��
���� ����� ���
 ��
�
�����
� �	 ��
��� �	�� ��6��	� �� ����
���
� ������� ��� �%�� ���

��� ������
�
�� 	� �������� ��� ������ �������� ��
 	� ��
�� ����
����

-	 7 � �� ��� �8 	
������
�������� �� �
�,	'�� �����
�.� � �
��� ��	�� �8 	�� ����
��
�� ���� �� 
���� ��	���
 	
�� ��
 
����
� � 	
���
�� �
���)�)��
� �8 � = v1 � �
���
���� �� ��� (�� ���� �		��� �������
 �
�,�
�� �� ��������� (�� ��� #������� ����
����������� �� ��		� ��
�� (�� 	�� ���� ��
�� ���� ���
�.��� ���� �� ���#����� ��
�
���	����� ������ 
����	���� �� �����
���

1��� ���

��� �������
 (�� 	
��� ��� x � ��� �
�� ��
�		'	� � ����� �
���	������
�� ��		� ��5�� (�� vy = vz = 0� �� ���� �
���
��� β = vx�

��� ���� ��� ����������� ���� ���	�(���� 	� �
�����
������ �� ��
���&� ��
'� 	�
�
�����
������ 	�� ���� ��
�� ��
��� �� 
���� �� 	
�� ��
� v′ = 0�

9	�
� 	� ��
�� F ′ ��#
� $�
� �����
�� � 	� 	�� �� 1�4��� �� 	
�� ��
� � ��
������
 �������� �
'� :

F ′ = − r′

r′3
� !3�

;��� 	
�� �� �
��
'� �!� �� � *+�� �� ������)���� �� l = 1 :

x′ = γ(x− βt) ; y′ = y ; z′ = z ; t′ = γ(t− βx)

λ = 1− βvx = 1− β2 =
1

γ2
;

F ′
x = Fx ; F ′

y = γFy ; F ′
z = γFz




� !*�

<3



�� � �������	
� �

x− βt = x− vxt ; r′2 = γ2(x− vxt)
2 + y2 + z2 
����

�� �
Fx = −γ(x− vxt)

r′3
; Fy = − y

γr′3
; Fz = − z

γr′3
, 
����

�� �	� ��	� ����
�
� �
� =

∂V

∂� ���� � V =
1

γr′

����

�� ������ �����
� �	� ��������
�������� �	������� �	���	� ��	� ������� ����
�	�	�� � ����!�� �	
 �� ����	
 �� t� �����"#"��
� �	
 �� 
������� �� �� �
���������� $
�� �	� �������	
� x ��� �������� �� t $ ���� �� ��� ���� �� ���
 �	� x− vxt� y� z� �	�
%&	
��� ��	�� ���� ��� ��
�	���� �� ��������� ��� �� t'

�� ���� �	� �� ��� ��	( ��
�� ���� ���������� ������ ��	�� �
��������� ���"
�	��� �� ��
�� �	� �&�� �	
 �� ��
�� ����
� ��� ��
���� # 	� �������)�� � ��� ��	

����
� �� ��
�� ����
���'

*�	
 ����
 ��	� ���� �� ��	� ���
���
 ��� ��������	� 
� ��
��� 
� �
���	�'
� ������� 	
� �
�� �
������ 
�� ��
�
������ ����
��� ��� �
������� ���������	
�� ��
�� ����
�� �� �� 
���������� � ����
�� �� ����
� �����
��� �� �������� ��� ����
����� �

�
�
�� �� ��
����� ����
����� �������� �
� 	
������� �����	
�� �� � ��

� 
���������
���� ��

 �� �
����
� ����� ������
� �������
� ��� �
�����
������� �
 �
�
�� ��
��
���� ����� ��� 
�������� ��
� ����
������ � 	
��
� ����������� 
� ����
������
���� ��� ���
������� ���� ��� ���
������� ��������� x� y� z �� ��  ����� ��������
� !
t
√−1� �� 	
� �����
�� �� ��
�� 	
��
���	
� x2 + y2 + z2 − t2�
" �� �
��� �� ������
�� #��$�%�$� ��������� ��
� ��� �
�
����� 	
� �����
����
��
���� �� �������� �� �
 ������ �� ������&����� ! �� �� 
��������� 
���
����� � 
��
������
��  ���
��&�
��������� !� '��� ��� ����(
� ������ �� )������� ������ 
�
�
������ �� �������*	
�� �� �� �����

� ���
� �� ��
�� ��+��������� ������ �������
��

 �� �
���
������� �� �� ����
�� �� �� 
���������� ,�
���� #��$�%�$� ���������
��� ����� ����� �
�� -
���������� �	 ����
����
 ��� ��	
��� �������� �	 �� 	����
 ��� ���
 ��
�	��	
�� ��
���������� 
�

 ���	 ������ ��� ��� �����
����� ����
����� ����	 �������
 ����� ���	
���
���� �� ���������	 ��	 ���
����  ��������	 �������� �	 �� 	���� 	���
	
������
���	 �����
� ��� !�	
��� 	���
� ��� ��������	 ��� ���	�
�� "���� �
�� ��� ����
������	
��� �� ��������� �� ���� ����
��� ���� �	 
���������	��� !

+�	� ������ �	� ��� �	�����	����� �� �� &
�	�� ���� ��� �	�����	����� ������
��
�	� �����!
��� ��� �� ��
�� �	��
����	� �

x2 + y2 + z2 − t2 
��,�
�� ��������� ,�� ./�
� 
�� 0���1� 2�
�
��� ��� ��
 34� 5��

��
���
�����
�� �
 67���

#���
$��
���� %�
	����
"	� 8�94� 5�: & ;���� 94<&999� 9=4=�

�-



������ ����	
� ��
	 


� =
δ�
δt

; δ� = (δx, δy, δz) ; v1 =
δ1�
δt

; δ1� = (δ1x, δ1y, δ1z) �����

���� ������ ��� �� 	
�����
��	��� �� ��
��	� ��
� ���
 ���	 �� ���
� ����
 � δ� 
δt δ1� δ1t ��� �!��� ����	�	�	���� ���"��
�� ���� � �	 t#

$�%�
����

x, y, z, t
√−1 ; δx, δy, δz, δt

√−1 ; δ1x, δ1y, δ1z, δ1t
√−1 ���&�

'���� ��� '��
����"�� �� 	
��� ����	� P  P ′ P ′′ ���� ������'� � ���	
� ����������#
���� ������ ��� �� 	
�����
��	��� �� ��
��	� ����	 ������ 
�	�	��� �� '�	 ����'�
��	��
 �� ���
�%��� 
�%�
�"� '���� ()�# ���� ����
��� ��� ����	
�� ����
���	�
���	��'	� ��� ��� ��) ���	��'�� ��� 	
��� P  P ′ P ′′ ��	
� ��) �	 � ���
�%��� �� ��
���� ���� ����) ��� ��� ���) �)�
������� 


x2 + y2 + z2 − t2 ; x δx+ y δy + z δz − t δt �����

�� ��� ���	
� �)�
������� �� �!�� ��
�� ����� �� �"���	 �� ��
��	��	 �����
����*
� ����'����� ��� 	
��� ����	� P  P ′ P ′′#

+��� '� ��� ���� ',�
',��� '� ���	 ��� ���'	���� ��� ��) ��
������ t � � 
v1 ��� ���	 ��� ����
���	� - ���� ������ ���' ��
�� ��� '����������� �� ��� ��)
����
���	� 
�',�
',�
 '����� ��� �� �"������	 ��� �� '�� ��) ��
������ '���	.�.��
�
'����� ��� ���	 ,���%*��� �� ��%
" �"
� 	��	 ��
 
����
	 � δx δy δz δt ��� ��


����
	 � δ1x δ1y δ1z δ1t# /� ���� 
��	�
� ���	
� ����
���	� ���	��'	� ��� ���	 


�2 − t2 ;
t− � · �√
1− �2

;
t− � · v1√
1− v1

2
;

1− � · v1√
(1− v2)(1− v1

2)
; ���0�

1''�����.���� ����	����	 ��� 	
�����
��	���� ������ ��
 ��� '�������	�� ��
�� ��
'� - 
��
����� ��� "���	���� �02� �� �� �
���*
� ��'	��� ��� �� 
����
	��	
��� � �� ��
'� � ��� ���� �)������� �'� ���� � �� ��
'� � 
����
	"� � �����	" ��
������# ������ ��������
� 


ft = � · � ���3�
���� ��

��� ��� '�� "���	���� �02� ������	 ��"'
�
� (l = 1) 


f ′
x = γ(fx − βft) ; f ′

y = fy ; f ′
z = fz ; f ′

t = γ(ft − βfx) ���4�

�� ��
	� ��� �  ft ��������	 �� �!�� 	
�����
��	��� ��� � t - ��� ����
���	� ��
%
���� ��
��	 ���' 


� 2 − f 2
t ; � · � − ft t ; � · δ� − ft δt ; � · δ1� − ft δ1t ���2�
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���� �� ����	 
�� �� � � ft �
�	 �
�� ��
�� ���
��� ����	 �� �� T ���� �

T = � · � �����

�
�� �
�
�� ��� �
ρ� = � ; ρT = ft �����

�
�� �� 	�����
���	�
� ��  
���	! �"��� ��� ρ�� ρFt �� �� �#�� ����$�� ���
��� � � ft%

�� �#�� δt �� δt &"�� ' δ�, δt ���� �� ���� ������	 ρ′/ρ �	 δt′/δt ��� �

ρ′

ρ
= γ(1− βvx) =

1

γ(1 + βv′x)
=

√
1− v2

1− v′2
=

δt′

δt
�����

(
����&�
�� ��
�� � � ft
√−1 �
��� ��� �

��
��&�� ���� 

��	 Q ) ��
�� ���

��������	� ���
�	 ��� �
��	�
�� ��� ���	����� ��	������ ��� ���� 

��	� �

O, P, P ′, P ′′, Q �*++�

�	 
���� ��� �
��	�
��� �
�� ���
�� �
������� ��������	 ������ ��� �
�	 ,
�
"$���
�� ��"�& !&�
� 
�� ��


�	 ' � � ft� δ�� δt �	 ���
�� 
�� ��


�	 ' δ1�� δ1t% -�.��
' ��,
�
"&�&�	& 
� 
��	 �����	� ���
����� ��� ��������� 
�� �� T ) �� / �	 v1� /
���
��	������	%

�
�� 	�
��
�� ������ 
�	�� ��� ���	�� ��������	� ���*�� ���	�� ��������	� ���0
	���	� �
�����1� ��� �
�	 �

�2 − T 2

1− v2
;

� · � − Tt√
1− v2

;
� · v1 − T√

(1− v2)(1− v21)
;

� · � − T

1− v2
�*+/�

 � ������� ��������	 ��	 	
�2
��� ���� ���
�$� �� �&3��	�
� �� T %
����� ���	
��
� �� �
	
�� �� �	
���� �� ������
���� �	��������� x2 + y2 + z2 − t2�
�	����
� ������� �
�
�� ��
�� �� �
������� ������
�� �	�� ��� � �
��
������

� �
�
� ��
���� �	��� ��� �		
�	����� �������� �� �� ����� �	
� ��� �
����	
����	��
�� �	
�����
 	
� �	
�	�� �
������
 �� ����� �
������ !
" ��� �		
�	����� �������� �� �� ����� ! (�, t) #
" �� �	
�� ��
 
���� �� �	�
�� �� �� �
����� ��
 
���� �� ����� ! (� , � · �) #
" �� �	

��� �� �� ���
�� ��
 
���� �� �	�
�� ! (ρ�, ρ) #
" �� �
��
������



[
(�,� · �)√

1− v2

]
� ���� � · � = T #

" �� �
��
������

 �
������ �� �	
������$���
��� !
[
m�(�, 1)√
1− v2

]
� �
� ��	� ��
��

��
�	�� (m�,m)� �� ����� m ����� �� � ����� �
�����
���� �� �
	������� ���� ��
������� �� ����� % m�/

√
1− v2 &
�����	�� �
� �� ������� �� �� �
��'
� ��� �
��� �	




����( #
" ��� �	�������� �����

 �� ������
� ! (�,ϕ)�

4�



���� ���� 	
����� ���� ��� 
��������� � ������� �
��� �� ������� ������ �� �� �������� ����� 	
� ������ �� ������� �� ����������� 

���� !��� 
�� "��
���� ��� 	
���� ���������� ��#��$
%� ��
� "���� ���������� 
�� "�
�� �&'(���')��� ��
� �&�� �*��������� 	
�

��
* +
,� %� ��
� ����� +

r2 − t2 = 0 ; �&�- t = −r �
��	
� t < 0 ��.��

���� ��
� ���� 	
� �� ������� �� ����������� �� �� ����������� ��� ����� � 
����
�� �� �
��)��$

/� ������ �&����� 	
� 
���� '(���')�� ����� !��� ��0���� ���� �*����$ �����
�
� ������ �� �1�� 	
� �� ����������� ��� �
 ���� ����������� �
 ���

�
� ��
�
������ 	
� 
���� �� �� �
��)��$ 2��� �����
� ����� �*����� �&'(���')�� �� ��
������� ���� �� ����������� ������� ��� 	
����� ����� �
��� 
'��������� 3 �
� 
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�������� 
���� '(���')�� ��� 
�����	
�� �� ���

�
� �&�
���� �� �� ��
� ��
"���� 	
&�� ( ��� ����� ����� 
�� 
����������� ��
� �
 ����� ���"���� 
���� 
�����
���� ��� �����
������ �� �� �����"�������� �� ������4 ��
� ��� ��0� ����� ����
�&�*������$

5� %� ��
� ����� +
t− � · v1√

1− v2
= 0, ���� + t = � · v1 ��.��

�� ������� �� ����������� ��� ����� ���

�
� ��
� ������ 	
� 
���� �� �� �
��)�� 3
���� ���� 
������� 
�� t ��
����� !��� ������" 
� 	
� 
���� ��
� �&����� ��� ��
����6� �
)�� ����������$ ��
� ��
� �� ����
���� 
��� � ����������� ��

��� ��� 	
���� ���������� �� ��.�� ������� !��� ��� "��
����� ��� ���������� ��
��#�� �7 ��
� 
�� ������
��� ��������� �� ������� 
�������$

��� 8
��� ��
* 
���� ���� �
 ����� �����
 � ���� ����� �� ����
� ���
��� ��
�� ��� �� 9�:��� �� 	
��� ��� ���� �� ����� ������" �� ����
� ���
��� ��� �	
������
���;�$

<��� �&'(���')�� �
 ����� �����
 ��� ��
* ���������� �� ��.�� ������� �� ��=
�
��� � +

F 2 �� � · � ��.>�
�
 ��� �� ��� �� 9�:��� � +

1

r4
�� − 1

r

�&�
��� ���� ���� �&'(���')�� , �� ��
*�)�� �� �� ������)�� ��� ���������� ��
��#�� ���������� +

−r − � · �√
1− v2

�� −r − � · v1√
1− v2

, ��.?�

@�
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� ���
��� � �

−r �� r

�
�� �
��
�� �
�� ������
� ��� ������� ��� ��� ���� �
��	�
� 	���
	���� ��
����� �� 
���	���� � �

(1− v21)
2

(r + � · v1)4
�� −

√
1− v21

r + � · v1

, �����

��	� �����
� �
��	��	�
�� �
�� �
��	���� 
!� "��� "�	
� �� �#
	� ���
� ��� �	$�
����� �
��	��	�
��� ��� �����
� ��
�� �
�


��%�	
 �� 	� �
�� "��� ��� �

	�	&�� �����	
� '
�
 �� ��
�	� �#
	�� �
�� ���
��
�
�� �$

��
 �� �
�� ���

�#�
 ������ ��� �
��	��� �� �� �
	 �� ��(�
� )
*
��
�
�� �� ��	 �� ����� ����� �"�	���� �
�+
�
� t = −r� 
� ��,�	,� ��� ��

�� ���
�	������ � �� v1 -�� ����
� 	���
	���� �� �./�� ���	������ ��

� �

0 ; −r − � · � ; −r − � · v1 ; 1 ���0�

�� ��� ����
� 	���
	���� �� ����� �

�2 ; � · (� + r�) ; � · (v1 − �) ; 0 ���1�

2�	� �
�
 �
��
	
 �
���
�
 ���� �� �
	 �� ��(�
�� ��� ���
� �
���"

���	
�
��� �������	
� 3 	�	� ro + � 
��
�������� �� �
�	�	
� �� �

�� ���	
��� � ��	������
t� + t ���� r = |�| 3 ���� �� �
	 �� ��(�
�� 	� "��� ���	��,�
 �� �
�	�	
� ro + r1 ��
�

�� ���	
��� � ��	������ t�� ���� r1 = |r1| 

�
�� �
��
�� ��,�	,�
 �� ��

� �� ����� �������	
� � �� �

��,��	
� �� ��

�
�������� "�	
� �
��� �	 �� �
������� ���	� ��	"

�� 3 �
�� ��
�� ��

� �

r = r1 + v1t ���/�

��� �� ��,�	,���� �� ��

� �� v1 �

r(r − r1) = � · v1t �����



� ��	���� t = −r �4 �� 	
�� r1 = r + � · v1�� ��� ����
� 	���
	���� �./��
���	������ �

0 ; −r1 + �(v1 − �) ; −r1 ; 1 �����
�� ��� ����
� 	���
	���� ����� �

F 2 ; F
[
r1 + r1(v − v1)

]
; F (v1 − v) ; 0. ���.�

�/



���� �� �����	� 	� ��� �
�����
��� ���
 ���
� r1 �� �
�� 	� r� ����� ���
� � ���
����
��
� ��� (v − v1) �� ��� �� ����
�� �� ����� 	�� �
�������

������� ���� �� ��
 	� ������ ���� 	������
�� ���� ��� ������ 
����
���� ���� !
1

r41
;

{
r1 · (v1 − v)

r21
− 1

r1

}
;

r1 · (v − v1)

r31
; 0. ���� 

"
 	��� ���� �������� A �� B ��� 	��

#�� �� ���
�
#�� 
����
���� 	� ���� � ��
M � N � P ��� ���
� ����
��� 
����
���� 	� ���� � ���� ���
�$����� % �� ��
 	� �������
��
 ������ ��#� 	� ����	�� 	� ����� 	�� �
������� �� $�
���� !

M =
1

B4
; N =

A

B2
; P =

A−B

B2
. ���& 

'���� �����
�� ����� ��� ��
���� "�
� �� �(�� C �� �����
#�� 
����
��� 	� ���� )
C − 1 ��� 	� ����	�� 	� ����� 	�� �
������ �� 
� �� ��� 	� �*�� 	� (A−B)2�

���� �����
��� 	��� ������� ��
 	��

#�� ���+��� 	� �,����� 	�� �����
���
���& �� ����� $���� 	� (C − 1) �� +
�� 	� (A − B)2 ����
��
� ��� ��� $����
��
��+
���
�� 	� A� B� C�

-� ����
�� �+��	� �� �����
�� ���& ����.� �� ���� �
���� ) ���� �� ���� ����/
��
�� *��� �	����� ) �� �(��� ����� M � N � P ���� 	�� $����
��� 	� � �� 	�
T = � · �� �� ���� �
��� 	� ��� ���
� �����
��� ���& �� ������ 	� � ��
�� 	���
�����
�� ���� ����� ������ 	��
��	��
� 
���
��
���

0��� ��
��� ��� 
�������
���� ���� ��������� 	���� ����� ���
#��� 0����� !

γ0 =
1√

1− v2
; γ1 =

1√
1− v21

, ���1 

�� ��
 ��� ����
2� ��� ��������
� ���� �� �����
�� !

γ =
1√

1− β2
���3 

��
 2���� 	��� �� ��+��
���
�� 	� 4�����5�
���� �� ���� �� % ����� 	� �� ���	
�
�� r = −t� ��� 
����
���� ��6� 	��
������ !

0 ; A = −γ0(r + r · v) ; B = −γ1(r + r · v1) ; C = γ0γ1(1− v · v1). ���7 

������� ����� ���� ������ ��� ��� ����#��� ��
����� 	� �����
��� !

(r, t) ; (γ0�, γ0T ) ; (γ0�, γ0) ; (γ1�, γ1) ���8 

��+
����� ��� ����� ��+��
���
��� �
���
��� ����	 �� ���� ����
��� ��� �����$����/
�
��� 	� ������ 	� 4�����5 �� ����� 	�
� ��
���	� 	��� 
���� ����

���	 �������
���� ������ ���	�
� % ����� !

� =
a

γ0
� + b� +

cγ1
γ0

v1 ; ��� ���� t = −r : T =
−ar

γ0
+ b+

cγ1
γ0

���6 
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�� ��� ����	 
�� �� a� b� c �
�� ��� ����	������ �� T �������	
�� � �� �
�����
�
�
����������� ����������	� ����	
��� ��	 ������ �� �	����
	����
�� �� �
	����� ���
����������
� ������	� �
���������

���� �
�	 
�� ��� �
����
�� �� !" �
���� �
���������� �� ���� 
�� ��
� ���
T − � · � = 0� �� 
��� �� ��� 	�����#��� ��	 ���	� �����	� �� �� !" �� �� ������
������ ��	 γ2

0 ������� $
Aa+ b+ Cc = 0 ��%&"

'� 
�� �
�� �
��
��� ����� 
�� �� ��
� ��(��(�� ������ �� ��		� �� �� ������� �� ��
����)	�� ��� ��		�� ��� �������� � �� v1� ����� 
�� �� �	
���� ��� ������	���
�� ��	 ���
���������� �
��� �
�� ����
�� ���� ���� *���� ��� �����	� �� � 	������ �
��
	���
� �� �
� �� +�,�
��

+
�� �
�		
�� �	���	� $

b = 0 ; c =
−Aa

C
. ��% "

-��� ��
	�	� �����	
.�����
� ��
���� 
� � $

γ0 = γ1 = 1 ; C = 1 ; A = �(v1 − v)− r1 ;

B = −r1 ; r = r1 + v1t = r1 − v1r

}
��%%"

�� �	���)	� �
����
� �� !" �������	� ��
	� $

� = a(� − Av1) ��%�"

���� �� ��
� ��(��(� �� ��		� ��� ��������� 
� ���� 	�������	 Av1 ��	 −r1v1 
�
���
	� ��	 −rv1� �� 
�� �
��� $

� = a(� + rv1) = ar1 ��%/"

�� �
� �� +�,�
� �
���	��� $

� = −r1
r31

��%0"

+
�� ���
�� �
�� �*
���	� �
�	 ������	���� a� ����� 
�� �� 	����� �−1/r31 � ��
	�	�
�����	
.�����
� ��
���� ����������	� 1/B3� ��� �
����
�� �� !" �������	
�� $

� =
C� − γ1Av1

γ0B3C
; T = −Cr + γ1A

γ0B3C
��%1"

+
�� �
2
�� ����
	� 
�� �����	����
� �
		�(�� �� �
��
�� �� ���. �
��
������ $
����� ��	���)�� �� ������	 
�� 3
��� ��� �
����
�� ��� ���. �
	��� �����	� ��	���)�� �
�� ������� �� �
	�� ����	����
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 !" #�� ���
����� �� $%&'" �� ���� ��� 
��	
�� � �� ��
�� �� �(��� 
�������

1/B3� 	
� ���
� �� �����

 ��
��
�� ��
 )

1

B3
+ (C − 1)f1(A,B,C) + (A−B)2f2(A,B,C), $%&*"

f1 �� f2 ����� ��� ��������� �
���
��
�� �� A� B� C� �
 ����
� �� ��
� �
���
� b
�
�� ���� ���
��
 � a� b� c ��� ��
��� ������������
�� 	
�����	
��� ��

�
 	
����
������������ � �� ��������� $%&+" �� 	
���� ������ �
 ��
,���� �
�
� ��
 
����
� �
,
�������� � �� v1� �� �� 	
� �����
�� a �� �
 �
����
 �
�
� �� �� 	
� �����
�� b �� c�

&!" #� �
����
� �	
����� �� $%&'" ��
� ����
�
� )

� =
γ1

B3C

[
�(1− � · v1) + v1(r + � · �)

]
$%&-"

�� �� 	
������ ���
� �
��.��� ��
� ����/�0�� ����
�
� )

� + rv1 + � × (v1 × �), $%&1"

�� ��
�� 	
� �� ��
�� ������ ��
� 0�
� ��
����� �� �
��� ����������� ��

�����/
���� �
, �
��� ��
��� �� ���,�
������ $%&1" � �� �
����
� ���������� � 
�� ���
�
�������� ���� �� ��
�� ������	
� �
� �
 �.��� �����
�	
�� ��� ��
, �
�
�� ���� ��
��
�� ������	
� �
� �
 �.��� �������	
� � ��

 ��������
 ����������� �� �
���
�� ��
�
 �� �� �
����
� 
���
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�������
 ���� �� �
����
� �	
����� $%&'" ��
��
�� γ1Av1 ��
 Cγ1Av1 �� ��2�� 	
� � �� ������� ��
� 	
� ������
����� �� ��
������� � �
 ��
�� ����
� $C �����
�3� �
 ����������

 �� $%&-""� 4����� ���
� )

� = γ1(� + rv1) ; � = γ1[v1 × �]. $%%+"

5� �����
�� C �6��� �����

 �
 ����������

 �� $%&-" )

� =
� + � × �

B3
$%% "

�� ���� �

� �������

� )
B2 = e2 − b2. $%%&"
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